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INTRODUCTION
Les travaux de Danciger, Gue´ritaud et Kassel [DGK13, DGK14] de´veloppent de
manie`re fe´conde les liens entre trois directions de recherche :
– les varie´te´s lorentziennes plates comple`tes de dimension 3, en relation avec la conjec-
ture de Margulis qui les concerne,
– les varie´te´s anti-de Sitter comple`tes de dimension 3,
– les applications contractantes entre surfaces hyperboliques, ou plus ge´ne´ralement
les applications contractantes e´quivariantes du plan hyperbolique dans lui-meˆme,
et leurs versions infinite´simales, les champs de vecteurs contractants sur les surfaces
hyperboliques.
Nous allons pre´senter rapidement quelques re´sultats obtenus par Danciger, Gue´ritaud
et Kassel dans ces diffe´rents domaines, en commenc¸ant par les e´nonce´s sur les surfaces
avant de passer a` la dimension 3. Nous verrons alors comment les re´sultats concernant
les surfaces ont des interpre´tations naturelles en termes de varie´te´ de dimension 3.
Il n’est pas question ici de donner une pre´sentation exhaustive des preuves, d’autant
que les re´fe´rences [DGK13, DGK14] sont remarquablement bien e´crites. On va tenter de
pre´senter de manie`re assez synthe´tique les principaux re´sultats, et de mettre en e´vidence
l’articulation entre eux, ainsi que leur contexte. On se concentrera en particulier sur
– la notion de ge´ome´trie transitionnelle, qui offre un pont entre les ge´ome´tries hyper-
bolique, Minkowski et anti-de Sitter, que les auteurs utilisent pour donner des
preuves simples de re´sultats importants sur les varie´te´s lorentziennes plates a` partir
de re´sultats correspondants en ge´ome´trie anti-de Sitter, dans le §4,
– la relation entre feuilletages par des ge´ode´siques de type temps et diffe´omorphismes
contractants (resp. champs de vecteurs contractants), dans le §5,
– la relation entre de´formations en bandelettes (resp. de´formations infinite´simales en
bandelettes) de surfaces hyperboliques et domaines fondamentaux borde´s par des
plans croches, dans le §6.
Notations. — On notera S une surface, home´omorphe a` l’inte´rieur d’une surface com-
pacte a` bord, munie d’une me´trique hyperbolique convexe co-compacte (c’est-a`-dire
dont tous les bouts sont d’aire infinie). On appellera TS l’espace de Teichmu¨ller de S,
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vu comme espace des me´triques hyperboliques convexes co-compactes sur S conside´re´es
a` isotopie pre`s.
1. LE COMPLEXE DES ARCS ET LES DE´FORMATIONS PAR
BANDELETTES
On s’inte´resse ici a` l’espace des me´triques hyperboliques comple`tes sur une sur-
face S home´omorphe a` l’inte´rieur d’une surface compacte oriente´e a` bord. Plus
spe´cifiquement, on peut se poser la question suivante : comment peut-on passer de
manie`re  ge´ome´trique  d’une me´trique hyperbolique h fixe´e a` une autre me´trique
hyperbolique h′ ?
Si on se place du point de vue des structures complexes (ou conformes) sur S, une
re´ponse est donne´e par la the´orie  de Teichmu¨ller  des applications quasi-conformes
optimales entre surfaces de Riemann.
Du point de vue des surfaces hyperboliques, lorsque S est ferme´e (compacte sans
bord) une autre re´ponse possible est donne´e par les coordonne´es de Fenchel-Nielsen (voir
par exemple [FN03]) qui ont l’inconve´nient de de´pendre du choix d’une de´composition
en pantalons. Si on veut e´viter un tel choix, on peut utiliser le the´ore`me de tremblement
de terre de Thurston (de´montre´ dans [Ker83]) qui affirme qu’il existe un unique trem-
blement de terre qui relie h a` h′ — les tremblements de terre sont des extensions aux
laminations mesure´es des twists de Dehn fractionnels le long de multicourbes ponde´re´es.
Il est d’ailleurs inte´ressant de constater que la preuve la plus simple du the´ore`me de
tremblement de terre de Thurston, obtenue par Mess [Mes07, ABB+07], utilisait de´ja`
la ge´ome´trie anti-de Sitter.
Une autre alternative possible, pour les surfaces ferme´es, est fournie par l’applica-
tion de grafting, qui associe a` une me´trique hyperbolique h et a` une lamination me-
sure´e l une autre me´trique hyperbolique gr(m, l) ∈ T sur S. Lorsque l est une courbe
ferme´e c munie d’un poids w > 0, la structure conforme sous-jacente a` gr(m, l) est
obtenue en coupant m le long de c et en y introduisant une bande plate de largeur w.
Dumas et Wolf [DW08] ont montre´ que, si m est fixe´e, l’application l 7→ gr(m, l) est un
home´omorphisme, fournissant ainsi une autre parame´trisation de TS.
Le the´ore`me des tremblements de terre s’e´tend aux surfaces hyperboliques comple`tes
[BKS11], mais le re´sultat de Danciger, Gue´ritaud et Kassel permet de parame´trer
spe´cifiquement les de´formations expansives par rapport a` une repre´sentation ρ donne´e.
Ils de´finissent une forme particulie`re de de´formation des surfaces hyperboliques qui, par
construction, augmentent la longueur de toutes les courbes ferme´es.
1.1. De´formations par bandelette
On conside`re une surface hyperbolique comple`te S, home´omorphe a` l’inte´rieur d’une
surface compacte a` bord S¯. On supposera que tous les bouts de S sont d’aire infinie, et
ne sont donc pas des cusps, S est alors dite convexe co-compacte.
1103–03
De´finition 1.1. — Un arc ge´ode´sique de S est une ge´ode´sique comple`te dont chaque
bout sort de tout compact de S.
Alternativement, on conside´rera la notion topologique correspondante, et on appellera
arc sur S une classe d’homotopie de courbe trace´e sur S¯, dont les extre´mite´s se trouvent
sur le bord. Ne´anmoins un arc ge´ode´sique de S n’est pas de´termine´ uniquement par
l’arc (topologique) correspondant, puisqu’on peut de´placer ses extre´mite´s sur le bord a`
l’infini de S sans changer d’arc topologique.
De´finition 1.2. — On appellera bandelette hyperbolique la re´gion du plan hyperbo-
lique borde´e par deux ge´ode´siques ultraparalle`les, c’est-a`-dire qui ne se rencontrent ni
dans le plan hyperbolique H2, ni dans son bord ide´al. La taille d’une bandelette hy-
perbolique est le segment ge´ode´sique qui joint ses deux composantes de bord en e´tant
orthogonal a` chacune. La largeur d’une bandelette est la longueur de sa taille.
On notera qu’une bandelette hyperbolique est uniquement de´termine´e, a` isome´trie
pre`s, par sa largeur.
De´finition 1.3. — Une de´formation par bandelette de S le long de l’arc ge´ode´sique α
est la surface hyperbolique comple`te obtenue en coupant S le long de α et en y recollant
une bandelette hyperbolique b, de manie`re que les deux extre´mite´s de la taille de b soient
identifie´s au meˆme point de α.
On note qu’une de´formation par bandelette est uniquement de´termine´e si, en plus
de S et de α, on se donne la largeur wα de la bandelette qu’on recolle, et le point pα
de α ou` se trouveront les extre´mite´s de cette taille.
Si α1, · · · , αk sont des arcs ge´ode´siques disjoints, on dira qu’une de´formation par
bandelettes de S le long de α1, · · · , αk est une surface hyperbolique comple`te obtenue
en faisant successivement des de´formations par bandelette le long de α1, · · · , αk. (Ces
ope´rations commutent puisque les arcs ge´ode´siques sont disjoints.)
1.2. De´formations expansives et complexe des arcs
Soit ρ : pi1S → PSL(2,R) la repre´sentation d’holonomie de S, dont on suppose
qu’elle est convexe co-compacte. Pour tout γ ∈ pi1S, on appelle λγ(ρ) la longueur de
translation hyperbolique de ρ(γ).
De´finition 1.4. — Soit j : pi1S → PSL(2,R) une autre repre´sentation. On dit que
j est uniforme´ment plus grande que ρ s’il existe  > 0 tel que, pour tout γ ∈ pi1S \ {e},
λγ(j) ≥ (1 + )λγ(ρ).
De´finition 1.5. — On note Adm+(ρ) l’espace des repre´sentations de j : pi1S →
PSL(2,R) (conside´re´es a` conjugaison pre`s) convexe co-compactes qui sont  uni-
forme´ment plus grandes  que ρ.
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Cet espace de repre´sentations  plus grandes  que ρ admet une parame´trisation
simple en termes de de´formations par bandelettes. Cette parame´trisation utilise le com-
plexe des arcs, qui est l’un des complexes simpliciaux qu’on peut associer a` une surface
compacte a` bord (non vide).
De´finition 1.6. — Le complexe des arcs de S est le complexe simplicial X¯ dont les
k-faces sont de´termine´es par les ensembles de k + 1 arcs (topologiques) homotopique-
ment disjoints de S. On note X le sous-complexe constitue´ des faces pour lesquelles le
comple´mentaire des arcs est une re´union disjointe de disques.
Ainsi, si un point t du complexe des courbes est contenu dans une face de dimension k
correspondant a` des arcs α¯1, · · · , α¯k+1 homotopiquement disjoints, alors t correspond
a` des poids (t1, · · · , tk+1) positifs ou nuls, de somme e´gale a` 1, sur les k + 1 arcs. Ces
faces simpliciales sont recolle´es de la manie`re naturelle.
Il est aussi ne´cessaire de conside´rer le coˆne CX sur X, c’est-a`-dire qu’on conside`re
des poids dont la somme n’est pas ne´cessairement e´gale a` 1.
On choisit pour chaque arc topologique α¯ sur S un repre´sentant ge´ode´sique α, de
manie`re que ces repre´sentants s’intersectent de manie`re minimale (c’est possible), ainsi
qu’un point pα ∈ α et une largeur wα > 0. On peut maintenant e´noncer le re´sultat
suivant [DGK14, Theorem 1.8].
The´ore`me 1.7. — L’application de CX dans Adm+(ρ) qui a` une famille de poids tαi
sur des arcs homotopiquement disjoints α¯i, i = 1, · · · , k + 1 associe l’image de ρ par la
de´formation en bandelettes associe´es aux repre´sentants ge´ode´siques αi, aux points pαi
et aux poids tαiwαi, est un home´omorphisme.
Notons qu’on pourrait supprimer la de´pendance aux wαi , quitte a` prendre une
parame´trisation le´ge`rement diffe´rente. La de´pendance par rapport aux repre´sentants
ge´ode´siques des arcs et aux points pα est par contre bien re´elle.
1.3. De´formations par bandelettes infinite´simales
On peut de´finir de meˆme une version infinite´simale des de´formations par bandelettes.
De´finition 1.8. — Soit α1, · · · , αk un ensemble d’arcs ge´ode´siques disjoints, munis
de points pα1 ∈ α1, · · · , pαk ∈ αk et de largeurs wα1 , · · · , wαk . Pour t > 0, on note
ρt la de´formation par bandelettes de ρ associe´e aux poids twα1 , · · · , twαk sur les arcs
ge´ode´siques α1, · · · , αk avec points marque´s p1, · · · , pk. La de´formation par bandelette
infinite´simale associe´e a` ces donne´es est (dρt/dt)|t=0, vu comme un vecteur tangent a`
l’espace des repre´sentations de pi1S dans PSL(2,R).
Comme pour les de´formations  macroscopiques , ces de´formations par bandelette
infinite´simale ne de´croissent infinite´simalement la longueur ge´ode´sique d’aucune courbe
ferme´e. Notons adm+(ρ) le coˆne des de´formations infinite´simales  expansives . Une
fois choisis pour chaque arc (topologique) α¯ un repre´sentant ge´ode´sique α, un point
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pα ∈ α, et un poids wα > 0, on a une application f du complexe des arcs X¯ dans
adm+(ρ). On a alors la parame´trisation suivante [DGK14, Theorem 1.3].
The´ore`me 1.9. — L’application f , compose´e avec la projectivisation P : adm+(ρ)→
adm+(ρ)/R>0, de´finit un home´omorphisme entre X et adm+(ρ)/R>0.
2. VARIE´TE´S LORENTZIENNES PLATES DE DIMENSION 3
On va maintenant brie`vement de´crire quelques re´sultats concernant les espaces-temps
de Margulis, qui sont des varie´te´s lorentziennes plates comple`tes dont le groupe fonda-
mental est un groupe libre (non-abe´lien). La relation avec les de´formations expansives
de me´triques hyperboliques sur les surfaces apparaitra au §2.4.
2.1. Contexte : la conjecture d’Auslander et les espaces-temps de Margulis
Un the´ore`me classique de Bieberbach (voir par exemple [Aus65]) de´crit les groupes
fondamentaux des varie´te´s compactes munies de me´triques euclidiennes : ce sont des
groupes discrets contenant un sous-groupe commutatif d’indice fini.
Il est naturel de se demander dans quelle mesure on peut e´tendre cet e´nonce´ d’une
part a` des structures ge´ome´triques moins rigides que des structures euclidiennes, et
d’autre part a` des varie´te´s qui ne sont pas ne´cessairement compactes. Un groupe cris-
tallographique affine est un groupe discret agissant proprement discontinuement par
transformations affines sur Rn avec quotient compact. On peut souhaiter ge´ne´raliser
le the´ore`me de Bieberbach et de´crire ces groupes cristallographiques affines, voire les
varie´te´s munies de structures affines comple`tes.
La conjecture d’Auslander, connue jusqu’en dimension 6 [AMS12], affirme que le
groupe fondamental d’une varie´te´ affine compacte comple`te est virtuellement poly-
cyclique. Pour les varie´te´s seulement comple`tes, la situation est plus riche. En 1977,
Milnor [Mil77] avait demande´ si un groupe libre non-abe´lien pouvait agir proprement
discontinuement par transformation affines sur Rn, et sugge´re´ de conside´rer un groupe
libre agissant sur l’espace de Minkowski de dimension 3, R2,1. Un peu plus tard, en 1983,
Fried et Goldman [FG83] montraient que parmi les varie´te´s affines comple`tes de dimen-
sion 3, seules ces varie´te´s lorentziennes plates peuvent avoir un groupe fondamental qui
n’est pas virtuellement re´soluble.
Enfin, toujours en 1983, Margulis [Mar83, Mar84] construisit des actions propre libres
de groupes libres non-abe´liens sur R2,1, re´pondant ainsi a` la question de Milnor. On va
voir ci-dessous comment caracte´riser les actions de ce type.
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2.2. Le groupe d’isome´tries de R2,1
Le groupe des isome´tries de R2,1 est le produit semi-direct O(2, 1)nR2,1, ou` O(2, 1)
agit en pre´servant l’origine, alors que R2,1 agit par translation.
Soit maintenant Γ le groupe fondamental d’une surface, et soit ρ : Γ → Isom(R2,1).
Alors la compose´e j de ρ avec la projection O(2, 1)nR2,1 sur le premier facteur, appele´e
partie line´aire de ρ, est un morphisme de Γ dans O(2, 1). On va conside´rer des mor-
phismes dont la partie line´aire est a` valeur dans la composante de l’identite´ de O(2, 1),
qu’on identifie avec PSL(2,R).
Par contre, si on note τ : Γ→ R2,1 la compose´e de ρ avec la projection sur le second
facteur, τ est un 1-cocycle pour j, c’est-a`-dire qu’il satisfait la proprie´te´ d’e´quivariance
suivante :
∀γ, γ′ ∈ Γ, τ(γ.γ′) = τ(γ) + Ad(j(γ))τ(γ′) .
2.3. La partie translation des cocycles comme une de´formation
Comme τ est un 1-cocycle pour j, on peut l’interpre´ter comme une de´formation infini-
te´simale de j, c’est-a`-dire comme un vecteur tangent a` l’espace des home´omorphismes
de Γ dans PSL(2,R).
Or Fried et Goldman [FG83] ont montre´ que si (j, τ) est une action propre sur R2,1
d’un groupe non virtuellement re´soluble, alors j(γ) doit eˆtre virtuellement un groupe
de surface. Mais j(Γ) ne peut pas eˆtre co-compact.
Pour trouver des groupes agissant proprement sur R2,1 non virtuellement re´solubles,
on est donc conduit a` conside´rer une surface hyperbolique S comple`te non compacte,
munie d’une de´formation infinite´simale τ de la me´trique (ou de manie`re e´quivalente de
sa repre´sentation d’holonomie).
2.4. La conjecture de Margulis
Dans ce contexte, Margulis [Mar83] avait de´fini pour chaque e´le´ment γ ∈ Γ un inva-
riant ατ (γ) (de´pendant de j et de τ) et conjecture´ que la positivite´ (ou ne´gativite´) de
cet invariant pour tous les e´le´ments de Γ assure la proprete´ de l’action sur R2,1.
Goldman et Margulis [GM00] ont ensuite donne´ une interpre´tation simple de cet
invariant : c’est la variation infinite´simale, sous la de´formation τ , de la longueur hyper-
bolique de la ge´ode´sique ferme´e qui re´alise γ. Le crite`re de Margulis est donc que,
quitte a` remplacer τ par −τ , τ fait de´croˆıtre infinite´simalement la longueur de toutes
les ge´ode´siques ferme´es sur S.
Goldman, Labourie et Margulis [GLM09] ont ensuite de´montre´ une version
le´ge`rement pre´cise´e de cette conjecture : l’action (j, τ) de Γ sur R2,1 est propre si
et seulement si, quitte a` remplacer τ par −τ , la de´formation infinite´simale associe´e a` τ
de´croˆıt uniforme´ment la longueur de toutes les ge´ode´siques ferme´es sur S, c’est-a`-dire
si et seulement si il existe  > 0 tel que, pour tout γ ∈ Γ, γ 6= 1, on a
d
dt
(
λ(etτj(γ))
λ(j(γ))
)
|t=0
≤ − ,
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ou` λ de´signe la longueur de translation.
2.5. Actions propres et champs de vecteurs contractants
Danciger, Gue´ritaud et Kassel [DGK13, Theorem 1.1 (1)] donnent un autre crite`re,
e´quivalent, pour la proprete´ de l’action (j, τ).
Soit v un champ de vecteurs sur le plan hyperbolique H2. On dira que v est
(j, τ)-e´quivariant si :
∀γ ∈ Γ,∀x ∈ H2, v(j(γ)(x)) = (j(γ))∗(v(x)) + τ(γ)(j(γ)(x)) .
Ici j(γ) ∈ PSL(2,R) est conside´re´ comme une isome´trie de H2, alors que τ(γ) ∈ sl(2,R)
est vu comme un champ de Killing sur H2. Un champ de vecteurs (j, τ)-e´quivariant
induit donc τ comme variation de la repre´sentation j.
On dira par ailleurs qu’un champ de vecteurs est -contractant si, lorsqu’on note h la
me´trique hyperbolique sur H2, sa de´rive´e de Lie ve´rifie
Lvh ≤ −h ,
c’est-a`-dire que le flot de v fait de´croˆıtre uniforme´ment les longueurs des vecteurs
tangents.
Danciger, Gue´ritaud et Kassel [DGK13, Theorem 1.1] de´montrent la version suivante
de la conjecture de Margulis.
The´ore`me 2.1. — Soient Γ un groupe discret, et (j, τ) : Γ→ PSL(2,R)nsl(2,R) un
morphisme dont la partie line´aire j est convexe co-compacte. L’action de (j, τ) sur R2,1
est proprement discontinue si et seulement si, quitte a` remplacer τ par −τ , il existe un
champ de vecteurs -contractant et (j, τ)-e´quivariant de H2.
2.6. La topologie des quotients
L’approche suivie par Danciger, Gue´ritaud et Kassel permet aussi de comprendre
la topologie des espaces-temps Minkowski qui peuvent eˆtre obtenus. En conse´quence,
ils montrent un re´sultat de sagesse conjecture´ par Drumm et Goldman [DG99] : ces
varie´te´s sont home´omorphes a` l’inte´rieur de varie´te´s compactes a` bord.
The´ore`me 2.2 ([DGK13]). — Soit Γ un groupe discret sans torsion, et soit
j ∈ Hom(Γ, PSL(2,R)) une repre´sentation convexe co-compacte dont le quotient
est une surface S. Soit τ un cocycle de de´formation de j tel que (j, τ) agit proprement
sur R2,1. Alors la varie´te´ quotient est un fibre´ en droite sur S, avec pour fibres des
ge´ode´siques de type temps. En conse´quence, cette varie´te´ quotient est home´omorphe a`
l’inte´rieur d’un corps a` anse.
On peut noter qu’une autre de´monstration de la conjecture de sagesse a e´te´ annonce´e
par Choi et Goldman, voir [CG12].
On verra dans la section 5 un lien entre applications contractantes et feuilletages par
des ge´ode´siques de type temps, qui permet de mieux comprendre cet e´nonce´.
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2.7. Domaines fondamentaux et plans croches
Les plans croches ont e´te´ introduits par Drumm [DG90] pour construire des actions
propres de groupes libres sur R2,1 en construisant directement des domaines fondamen-
taux pour des actions dont la partie line´aire est la repre´sentation d’holonomie d’une
surface hyperbolique comple`te.
Un plan croche dans R2,1 est centre´ en un point c, et compose´ de trois parties :
– une partie centrale, qui est l’intersection du cone de lumie`re de c avec un plan de
type temps passant par c,
– deux demi-plans isotropes (de type lumie`re) dont les bords sont recolle´s avec les
deux droites qui constituent le bord de la partie centrale.
Figure 1. Un plan croche
Il existe deux types de plan croche, les  gauches  et les  droits , mais pour
construire des domaines fondamentaux, on n’utilise que l’un des deux types, par exemple
seulement des plans croches gauches.
Un plan croche gauche de R2,1 est uniquement de´termine´ par sa partie centrale, qui
correspond, a` translation pre`s, a` une ge´ode´sique dans H2. Si on se donne une famille
de ge´ode´siques disjointes dans H2 (par exemple invariante sous une action convexe co-
compacte de Γ sur H2), on peut donc associer un plan croche de´fini a` translation pre`s a`
chaque ge´ode´sique, mais la position du centre doit eˆtre de´termine´e par la composante
translation τ de l’action de Γ sur R2,1. L’une des raisons pour lesquelles les plans croches
sont inte´ressants et utiles est qu’on peut de´terminer pre´cise´ment les conditions sur les
positions des centres sous lesquelles deux plans croches gauches sont disjoints, ce qui a
permis a` Drumm d’obtenir les re´sultats mentionne´s plus haut.
Ces constructions ont conduit Drumm et Goldman a` conjecturer que les espaces-
temps de Margulis admettent toujours un domaine fondamental de´limite´ par des plans
croches, conjecture de´montre´e par Charette, Drumm et Goldman pour les groupes libres
de rang 2 [CDG10, CDG14].
Danciger, Gue´ritaud et Kassel de´montrent cette conjecture dans le cas ge´ne´ral
[DGK14, Theorem 1.7].
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The´ore`me 2.3. — Soit Γ un sous-groupe discret de Isom(R2,1) agissant proprement
discontinuement et librement sur R2,1 avec pour partie line´aire une repre´sentation
convexe co-compacte. Alors l’action de Γ sur R2,1 admet un domaine fondamental borde´
par un nombre fini de plans croches.
On peut de´ja` noter a` ce stade que leur preuve est une conse´quence assez directe
de la parame´trisation des de´formations expansives par les de´formations en bandelettes
infinite´simales — on de´veloppera ce point dans le §6.
3. ESPACE-TEMPS ANTI-DE SITTER
On passe maintenant de l’espace de Minkowski a` l’espace anti-de Sitter, dont on va
rappeler rapidement la de´finition et quelques proprie´te´s essentielles.
3.1. L’espace anti-de Sitter et PSL(2,R)
On note R2,2 l’espace vectoriel R4 muni de la forme biline´aire syme´trique de signature
(2, 2) :
〈x, x′〉2,2 = x1x′1 + x2x′2 − x3w′3 − x4x′4 .
L’espace anti-de Sitter de dimension 3 peut se de´finir comme la quadrique :
AdS3 = {x ∈ R2,2 | 〈x, x〉 = −1} ,
munie de la me´trique induite. Il apparaˆıt ainsi comme un analogue lorentzien de l’espace
hyperbolique de dimension 3 : sa courbure sectionnelle est constante e´gale a` −1, et ses
plans totalement ge´ode´siques de type espace sont isome´triques au plan hyperbolique.
On note que les plans totalement ge´ode´siques de AdS3 sont les intersections avec AdS3,
vu comme une quadrique de R2,2, des hyperplans contenant 0.
On peut aussi identifier AdS3 avec PSL(2,R) muni de sa me´trique de Killing bi-
invariante. On a une action naturelle de PSL(2,R) × PSL(2,R) sur AdS3, les deux
facteurs agissant par multiplication respectivement a` gauche et a` droite. Vu ainsi, AdS3
rappelle la sphe`re S3, qu’on peut identifier avec SU(2) muni de sa me´trique de Killing
bi-invariante et dont le groupe d’isome´trie s’identifie (a` indice fini pre`s) a` O(3)×O(3). (1)
Enfin on peut voir AdS3 comme l’espace total du fibre´ unitaire tangent au plan
hyperbolique, muni de sa me´trique lorentzienne naturelle. On voit ainsi qu’il existe
beaucoup de varie´te´s AdS ferme´es de dimension 3 : les fibre´s tangents unitaires des
surfaces hyperboliques ferme´es. On peut ve´rifier que les repre´sentations d’holonomie de
ces varie´te´s s’e´crivent, dans la de´composition Isom0(AdS3) = PSL(2,R)× PSL(2,R),
sous la forme (ρ, 1), ou` ρ est la repre´sentation d’holonomie de la surface hyperbolique
sous-jacente et 1 est la repre´sentation triviale.
On dispose d’un mode`le projectif de AdS3, ou plus pre´cise´ment d’un he´misphe`re
AdS3,+ de AdS3, c’est-a`-dire d’un domaine fondamental pour l’action de Z/2Z qui
1. Certaines des identifications ci-dessous devront aussi s’entendre a` indice 2 pre`s.
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envoie un point x ∈ AdS3 sur −x, dans la de´finition ci-dessus ou` AdS3 est identifie´ a`
une quadrique de R2,2. Ce mode`le est projectif au sens ou` il envoie AdS3,+ sur l’inte´rieur
d’un hyperbolo¨ıde a` une nappe dans R3, et envoie les ge´ode´siques de AdS3,+ sur les
segments de droite.
Il est analogue au mode`le de Klein de l’espace hyperbolique, et obtenu de la meˆme
manie`re : on note H0 le plan d’e´quation x3 = 1, tangent a` AdS3 en (0, 0, 1, 0), et on
projette tous les points de AdS3 pour lesquels x3 > 0 sur H0 dans la direction de
l’origine. Ainsi AdS3,+ est envoye´ sur l’inte´rieur d’un hyperbolo¨ıde a` une nappe. On
peut enrichir ce mode`le en le voyant non pas dans R3 mais dans RP 3 — on obtient
ainsi un mode`le projectif de AdS3/(Z/2Z) — ou dans son reveˆtement a` deux feuillets
S3 — on a alors un mode`le projectif de tout AdS3.
On utilisera aussi plus bas une notion de dualite´ entre plans oriente´s de type espace
et points dans AdS3. Soit H ⊂ AdS3 un plan de type espace, alors H = AdS3 ⊂ H0, ou`
H0 ⊂ R2,2 est un hyperplan dont la me´trique induite est de signature (2, 1). Si H est
oriente´, on en de´duit une orientation de H0. Le point H
∗ dual de H est de´fini comme
la normale unitaire oriente´e a` H0, qui est bien dans AdS3. On ve´rifie facilement que H
∗
est contenu dans toutes les ge´ode´siques orthogonales a` H, et qu’il se trouve a` distance
pi/2 de H le long de chacune de ces ge´ode´siques.
3.2. Actions propres sur AdS3
On comprend maintenant bien les varie´te´s AdS ferme´es de dimension 3, ou du moins
leurs repre´sentations d’holonomie.
Kulkarni et Raymond [KR85] avaient montre´ que si (j, ρ) agit proprement disconti-
nuement sur AdS3 sans torsion, alors (a` e´change des deux facteurs pre`s) j est injective
et discre`te. Plus re´cemment, ce re´sultat a e´te´ pre´cise´ par Kassel [Kas12], et on a le :
The´ore`me 3.1 (Kassel). — Si j est convexe co-compacte, (j, ρ) agit proprement si et
seulement si l’une des deux conditions e´quivalentes est ve´rifie´e :
– il existe une application f : H2 → H2 (j, ρ)-e´quivariante qui est k-Lipschitz pour
un k < 1,
– les longueurs de translation des e´le´ments de Γ sont uniforme´ment plus courtes pour
ρ que pour j, au sens ou`
sup
γ∈Γ,λ(j(γ))>0
λ(ρ(γ))
λ(j(γ))
< 1 .
On peut voir cet e´nonce´ comme l’analogue  macroscopique du the´ore`me 2.1 ci-
dessus.
3.3. Topologie et sagesse des varie´te´s anti-de Sitter
Comme pour le cas lorentzien plat de´crit ci-dessus, Danciger, Gue´ritaud et Kassel
de´crivent la topologie des varie´te´s anti-de Sitter comple`tes base´es sur une repre´sentation
j convexe co-compacte, voir [DGK14, Theorem 1.2 (1)].
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The´ore`me 3.2. — Soit Γ un groupe discret sans torsion, et soit j une repre´sentation
convexe co-compacte de Γ dans PSL(2,R) dont on note S la surface quotient. Soit ρ une
autre repre´sentation de Γ dans PSL(2,R) telle que (j, ρ) agit proprement sur AdS3.
Alors le quotient est un fibre´ en cercle dont les fibres sont des ge´ode´siques de type
temps.
On en de´duit que ces varie´te´s anti-de Sitter sont des fibre´s de Seifert sur un orbifold
hyperbolique.
De plus, Danciger, Gue´ritaud et Kassel [DGK14, Theorem 1.9] montrent que les
varie´te´s AdS comple`tes obtenues a` partir de deux repre´sentations convexe co-compactes
admettent un  bon  domaine fondamental, comme on l’a vu dans le the´ore`me 2.3 pour
le cas Minkowski.
La notion de plan croche dans AdS3 est similaire a` celle vue plus haut dans l’espace
de Minkowski. Un plan croche est donc constitue´ de trois parties :
– la partie centrale, qui est l’intersection du cone de lumie`re d’un point c avec un
plan de type temps contenant c,
– deux demi-plans de type lumie`re dont les bords co¨ıncident avec les deux compo-
santes connexes du bord de la partie centrale prive´e de c.
Figure 2. Deux plans croches disjoints dans AdS3
On a le re´sultat suivant [DGK14, Theorem 1.9].
The´ore`me 3.3 (Danciger, Gue´ritaud et Kassel). — Soient ρ et j les repre´sentations
d’holonomie de deux structures convexes co-compactes sur S, telles que (ρ, j) agit pro-
prement discontinuement sur AdS3. Alors cette action admet un domaine fondamental
borde´ par des plans croches.
La preuve est encore une conse´quence de l’existence de de´formations par bandelettes
(non infinite´simales) des surfaces hyperboliques.
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Goldman [Gol15] a remarque´ que les plans croches tant Minkowski que anti-de Sitter
peuvent eˆtre vus comme des restrictions des plans croches dans l’univers d’Einstein,
de´veloppe´s par Frances [Fra03].
4. DE ANTI-DE SITTER A` MINKOWSKI : LA GE´OME´TRIE
TRANSITIONNELLE
On note une analogie assez forte entre la description des actions propres sur l’es-
pace de Minkowski, en termes de de´croissance de la longueur, et sur AdS3, en termes
d’application contractante e´quivariante. Cette analogie s’explique par l’existence d’une
ge´ome´trie transitionnelle, qui offre une certaine continuite´ entre les ge´ome´tries hyper-
bolique, Minkowski et anti-de Sitter de dimension trois.
4.1. Ge´ome´trie demi-lune et ge´ome´trie Minkowski
La ge´ome´trie transitionnelle de´veloppe´e par Danciger fait apparaˆıtre un objet d’ap-
parence exotique mais assez naturel, la ge´ome´trie  demi-lune . (2) L’espace demi-lune
de dimension 3, HP3, est simplement H2×R, muni de la me´trique de´ge´ne´re´e 0×dt2 +h,
ou` h est la me´trique du plan hyperbolique.
Le groupe des isome´tries de HP3 est de dimension infinie, puisque la me´trique ne
 voit  pas les translations verticales. Il existe pourtant un sous-groupe du groupe
des isome´tries, qui joue le roˆle de groupe d’isome´tries  restreint . C’est le produit
PSL(2,R)nsl(2,R), ou` le facteur PSL(2,R) agit par  translations horizontales  agis-
sant sur H2, et les e´le´ments de sl(2,R) agissent par translations verticales proportio-
nelles au rotationnel du champ de Killing de H2 qui leur est associe´. On a aussi une
notion naturelle de plans totalement ge´ode´siques, ce sont les images par les e´le´ments
du groupe d’isome´trie restreint du plan horizontal H2 × {0}. C’est cet espace HP3 qui
apparaˆıt le plus directement comme quand on conside`re une suite d’actions sur AdS3
qui de´ge´ne`rent d’une manie`re particulie`re.
L’espace demi-lune HP3 est dual de l’espace de Minkowski au sens suivant. A` chaque
plan de type espace P dans Minkowski, on peut de´terminer un point dans HP3,
de´termine´ par la normale unitaire a` P oriente´e vers le futur (identifie´e a` un point
de H2) et la distance oriente´e de l’origine a` P . L’angle entre deux plans correspond
alors a` la distance dans HP3 entre les points duaux. Re´ciproquement, a` chaque plan
totalement ge´ode´sique de HP3, on associe un point de R2,1, et ces deux relations
de dualite´ re´ciproques sont compatibles. (On a une dualite´ analogue entre l’espace
euclidien R3 et l’espace S2×R muni de la me´trique de´ge´ne´re´e hS2 + 0dt2, ou` hS2 est la
me´trique canonique de la sphe`re.)
2. Le terme  demi-lune  est utilise´ par certains adeptes francophones de la planche a` roulettes
pour traduire le terme anglais  half-pipe . On gardera ici la notation HP3, qui vient du  half-
pipe  anglais, pour de´signer cet espace en dimension 3.
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Cette dualite´ permet de conside´rer une action d’un groupe Γ sur HP3 comme une
action sur R2,1, a` travers l’action de Γ sur les plans totalement ge´ode´siques de HP3.
4.2. Trois points de vue sur la ge´ome´trie transitionnelle
La notion de ge´ome´trie transitionnelle est de´veloppe´e dans la the`se de Jeff Danci-
ger [Dan13, Dan14]. Elle permet de de´crire pre´cise´ment une forme de continuite´ entre
varie´te´s hyperboliques, Minkowski et anti-de Sitter. Trois points de vue comple´mentaires
au moins sont possibles : en termes de repre´sentation, de ge´ome´trie projective, ou de
me´triques (riemanniennes ou lorentziennes suivant le cas).
4.2.1. Transitions entre repre´sentations et nombres de Lorentz. — Le groupe des
isome´tries pre´servant l’orientation du plan hyperbolique, SO(2, 1), peut s’identifier
avec PSL(2,R).
Conside´rons maintenant au lieu de C = R+iR l’anneau R+τR, avec τ 2 = 1. C’est un
anneau bien connu qui porte plusieurs noms distincts, on parle en particulier de nombres
de Lorentz ou de nombres hyperboliques. Posons ω± = 1±τ2 . On ve´rifie imme´diatement
que ω2± = ω±, alors que ω+ω− = 0. Donc si A+, A− ∈M2(R), on a
det(ω+A+ + ω−A−) = ω+ det(A+) + ω− det(A−) .
Ainsi, si A = ω+A++ω−A−, alors det(A) = 1 si et seulement si det(A+) = det(A−) = 1.
En poursuivant ce raisonnement, on voit qu’on peut identifier PSL(2,R + τR) a`
PSL(2,R)× PSL(2,R).
De plus, si A = ω+A+ + ω−A− et B = ω+B+ + ω−B− sont deux matrices de
SL(2,R+ τR), avec A+, A−, B+, B− ∈ SL(2,R), alors
AB = (ω+A+ + ω−A−)(ω+B+ + ω−B−) = ω+A+B+ + ω−A−B− .
La structure produit de PSL(2,R + τR) correspond donc a` celle de PSL(2,R) ×
PSL(2,R).
On peut donc identifier Isom0(AdS3) avec PSL(R + τR). On note au passage que
l’injection canonique de PSL(2,R) dans PSL(2,R + τR) a pour image la diagonale
dans PSL(2,R)× PSL(2,R).
Remplac¸ons maintenant R+ τR par R+ R, avec 2 = 0. Soit A0, A1 ∈M2(R), alors
det(A0(I + A1)) = det(A0)(1 + tr(A1)) ,
et donc det(A0(I + A1)) = 1 si et seulement si det(A0) = 1 et tr(A1) = 0. On peut
donc identifier SL(2,R+ R) avec SL(2,R)× sl(2,R).
De plus, si A0(I + A1), B0(I + B1) ∈ SL(R+ R), alors
A0(I+A1)B0(I+B1) = A0B0 +(A0A1B0 +A0B0B1) = A0B0(I+(B
−1
0 A1B0 +B1)) ,
et on retrouve la multiplication du produit semi-direct. En poursuivant, on identifie
ainsi Isom0(R2,1) avec PSL(2,R)n sl(2,R).
Conside´rons maintenant une famille re´gulie`re a` un parame`tre (j(t), ρ(t)) de mor-
phismes de Γ dans PSL(2,R) × PSL(2,R), ou` Γ est le groupe fondamental d’une
1103–14
surface S (a` bord), et supposons que ρ(0) = j(0). Posons u(t) = ω+j(t) + ω−(t)ρ, on a
alors
u(t) = (j(t) + ρ(t))/2 + τ(j(t)− ρ(t))/2 .
Si on pose v = (j(t) − ρ(t))′(0)/2, alors v est un 1-cocycle pour u(0), et u(0) + v
de´termine une repre´sentation de Γ dans PSL(2,R + R). Inversement, si on se donne
une repre´sentation u de Γ dans PSL(2,R) et un 1-cocycle v pour u, on obtient pour t
petit une paire de repre´sentations u exp(−tv) et u exp(tv) a` valeurs dans PSL(2,R), et
donc une repre´sentation de Γ dans Isom0(AdS3).
Un point essentiel est que la condition pour que (j(t), ρ(t)) agisse proprement sur
AdS3 est que (quitte a` e´changer les facteurs) les longueurs de translation de tous
les e´le´ments de Γ soient uniforme´ment plus petites pour ρ que pour j. Pour les
repre´sentations dans Isom0(R2,1), la condition correspondante est que le cocycle de
de´formation raccourcisse uniforme´ment les longueurs de translation de tous les e´le´ments
de Γ. Les deux conditions correspondent parfaitement, et la  de´rive´e en 0  d’une
famille a` un parame`tre d’actions propres sur AdS3, telle que les deux repre´sentations
co¨ıncident a` la limite t→ 0, fournit une action propre sur R2,1, et re´ciproquement.
On voit dans cette description que, dans la repre´sentation a` valeur dans PSL(2,R)n
sl(2,R) obtenue a` la limite, la composante dans PSL(2,R) correspond a` la limite en 0
des deux repre´sentations j(t) et ρ(t), alors que le cocycle a` valeurs dans sl(2,R) de´crit
les diffe´rences entre les de´rive´es en 0 de j et ρ. La meˆme interpre´tation est apparente
dans les autres descriptions donne´es ci-dessous, on n’y reviendra pas.
4.2.2. Transitions projectives. — On peut aussi donner un point de vue projectif sur
les transitions ge´ome´triques. Soit encore (j(t), ρ(t))t∈]0,1] une famille a` un parame`tre
d’actions de Γ sur AdS3. Pour t ∈]0, 1], on peut voir (j(t), ρ(t)) comme une action de
Γ sur RP 3 qui pre´serve une quadrique de signature (1, 1), qui n’est autre que le bord a`
l’infini de AdS3 dans le mode`le projectif de´crit au §3.1.
Supposons que pour t → 0, (j(t), ρ(t)) stabilise un plan de type espace H ⊂ AdS3.
Alors l’action limite (j(0), ρ(0)) sur RP 3 stabilise ∂AdS3 ainsi que ∂P (le bord a` l’infini
de P vu comme sous-ensemble de ∂AdS3) et il stabilise donc l’enveloppe des plans tan-
gents a` ∂AdS3 le long de ∂P , enveloppe qui borde un  cylindre  C. (Ce  cylindre  C
n’est autre, en termes de ge´ome´trie AdS, que le domaine de de´pendance de P .)
Or C est naturellement un mode`le projectif de HP3, on peut le voir en conside´rant la
me´trique de Hilbert de C, qui est bien une me´trique de´ge´ne´re´e dont la restriction aux
intersections de C avec presque tous les plans est une me´trique hyperbolique.
On obtient ainsi pour t = 0 une action de Γ sur HP3, qui peut eˆtre vue comme une
action sur R2,1 graˆce a` la dualite´ mentionne´e au §4.1.
On note que cette description s’applique de la meˆme manie`re pour une famille d’ac-
tions sur l’espace hyperbolique H3, lorsque la limite laisse stable un plan totalement
ge´ode´sique.
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4.2.3. Transitions entre me´triques. — On se place ici encore dans le cas ou`, pour
t → 0, (j(t), ρ(t)) stabilise un plan de type espace H ⊂ AdS3, et converge vers une
action sur H. On peut conside´rer une suite d’applications du domaine de de´pendance
de H a` valeurs dans H×]− f(t), f(t)[, avec f(t)→∞ quand t→ 0, qui envoie sur les
lignes verticales {x}×]−f(t), f(t)[ les segments ge´ode´siques de longueur pi orthogonaux
a` H dans AdS3. Si on choisit convenablement la normalisation dans le facteur vertical,
on peut obtenir a` la limite une action de Γ sur HP3.
4.2.4. Autres points de vue. — D’autres points de vue encore sont possibles sur la
ge´ome´trie transitionnelle. Danciger [Dan14] utilise des triangulations ide´ales et les pa-
rame´trisations des espaces de repre´sentations qui leurs sont associe´es. Un autre point de
vue encore, utilise´ par exemple dans [BS12, Appendix 2], consiste a`  zoomer  sur le
point dual dans AdS3 (resp. dans l’espace de Sitter dS3) du plan totalement ge´ode´sique
laisse´ invariant par la limite d’une famille d’actions sur AdS3 (resp. H3), pour voir
apparaˆıtre une action sur R2,1 et par dualite´ sur HP3.
4.3. Re´ge´ne´ration d’espace-temps de Margulis en actions sur AdS3
En utilisant ces notions de ge´ome´trie transitionnelles, Danciger, Gue´ritaud et Kassel
[DGK13, Theorem 1.4] de´crivent comment la repre´sentation d’holonomie d’un espace-
temps de Margulis peut se  re´ge´ne´rer  en une action propre sur AdS3.
The´ore`me 4.1. — Soit M = (j, u)(Γ)\R2,1 un espace-temps de Margulis tel que
S = j(Γ)\H2 est une surface hyperbolique convexe co-compacte. Soient t→ jt et t→ ρt
des applications re´gulie`res telles que j0 = ρ0 = j et que
d
dt
|t=0ρtj−1t = u. Alors :
– pour tout t > 0 assez petit, (jt, ρt)(Γ) agit proprement discontinuement sur AdS3,
– il existe une famille re´gulie`re de diffe´omorphismes (jt, ρt)-invariants de H
2 × S1
dans AdS3, de´finis pour t > 0 assez petit, de´terminant des structures AdS comple`tes
At sur la varie´te´ fixe´e S × S1,
– les structures projectives re´elles Pt sous-jacentes a` At convergent quand t→ 0 vers
une structure projective re´elle sur S × S1, et l’espace-temps de Margulis M est la
restriction de P0 a` S×]− pi, pi[.
Danciger, Gue´ritaud et Kassel en de´duisent un autre e´nonce´ plus  me´trique  qui
met en e´vidence le roˆle des ge´ode´siques de type temps dans la convergence [DGK13,
Corollary 1.5]
Corollaire 4.2. — Sous les hypothe`ses du the´ore`me pre´ce´dent, il existe une famille
de me´triques AdS comple`tes (gt)t∈[0,] sur S × S1 telles que les restrictions des gt a`
S×]− pi, pi[ convergeant uniforme´ment sur les compacts vers une me´trique lorentzienne
plate g telle que (S×]− pi, pi[, g) est isome´trique a` M .
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5. GE´ODE´SIQUES DE TYPE TEMPS
Dans cette section, on introduit quelques proprie´te´s des ge´ode´siques de type temps
dans les varie´te´s anti-de Sitter, qui permettent de mieux comprendre les crite`res de pro-
prete´ des the´ore`mes 3.1 et 2.1, ainsi que l’existence d’un feuilletage par des ge´ode´siques
de type temps pour les quotients de AdS3 par les groupes agissant proprement.
5.1. Ge´ode´siques de type temps dans AdS3
On a vu qu’on peut identifier AdS3 avec PSL(2,R) muni de sa me´trique de Killing,
lorentzienne et bi-invariante. Dans cette identification, on ve´rifie sans difficulte´ que
l’ensemble des rotations de R2 centre´es en 0 forme une ge´ode´sique de type temps. Si on
identifie PSL(2,R) avec les isome´tries du plan hyperbolique, on en de´duit que chaque
ge´ode´sique de type temps correspond a` l’ensemble des isome´tries qui envoient x sur
y, ou` x et y sont deux points donne´s de H2. On peut donc identifier l’espace G des
ge´ode´siques de type temps de AdS3 avec H2 ×H2.
Un autre point de vue, plus local, est possible (et utilise´ dans [BBS14]). On peut
de´finir deux connexions Dl, Dr sur le fibre´ des vecteurs unitaires de type temps de
AdS3 de la manie`re suivante. Soit n un champ de vecteurs unitaire de type temps, et
soit x un vecteur quelconque ; on pose :
Dlxn = ∇xn+ x× n , Drxn = ∇xn− x× n ,
ou`∇ est la connexion de Levi-Civita deAdS3 et× de´signe le produit vectoriel lorentzien.
On ve´rifie alors par un calcul direct (voir [BBS14]) que Dl et Dr sont des connexions
plates et nulles le long du flot ge´ode´sique. On obtient ainsi deux projections de l’espace
des ge´ode´siques de type temps de AdS sur l’espace des vecteurs unitaires de type temps
en un point, lui-meˆme identifie´ au plan hyperbolique.
Un troisie`me point de vue peut eˆtre utile, et sera utilise´ dans le §6.2. Il fournit une
application explicite qui a` une ge´ode´sique δ ⊂ AdS3 de type temps associe un couple
de points dans H2, identifie´ a` un plan totalement ge´ode´sique fixe´ H0 ⊂ AdS3. La
construction repose sur le fait que ∂∞AdS3, vu comme une quadrique dans R3 par le
mode`le projectif de´crit au §3.1, est feuillete´ par deux familles de droites. On parlera des
feuilletages gauche et droit.
(Un autre point de vue encore est de´veloppe´ dans [KS07], en termes de deux me´triques
hyperboliques de´finies sur des surfaces de type espace  pas trop courbe´es  dans une
varie´te´ anti-de Sitter.)
5.2. Feuilletages ge´ode´siques et diffe´omorphismes de H2
Conside´rons une famille a` un parame`tre de ge´ode´siques de type temps, (ct)t∈[0,1].
Soient cl(t) et cr(t) les projections sur les facteurs dans l’identification de l’espace des
ge´ode´siques G avec H2 × H2. Un calcul imme´diat utilisant les connexions Dl et Dr
introduites ci-dessus permet de montrer le :
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Lemme 5.1. — Il existe x ∈ c(0) dont la distance a` c(t) a une de´rive´e nulle par rapport
a` t en t = 0 si et seulement si ‖c′l(0)‖ = ‖c′r(0)‖.
Heuristiquement, cette proprie´te´ correspond au fait que c(t) a une intersection avec
c(0) au premier ordre en t = 0.
Cet e´nonce´ a est la version infinite´simale du fait e´le´mentaire suivant : deux
ge´ode´siques de type temps c0, c1 de AdS3 se rencontrent si et seulement si les
couples de points de H2 qui leurs sont associe´s, (c0,l, c0,r) et (c1,l, c1,r), sont tels que
d(c0,l, c0,r) = d(c1,l, c1,r). C’est en effet a` cette condition qu’il existe une isome´trie de H2
qui envoie c0,l sur c0,r et c1,l sur c1,r, isome´trie qui correspond au point d’intersection
entre les deux ge´ode´siques.
On conside`re maintenant un diffe´omorphisme φ : H2 → H2. On peut voir son graphe
dans H2 × H2 comme une famille a` deux parame`tres de ge´ode´siques de type temps
dans AdS3, F ⊂ G. Une conse´quence directe du lemme 5.1 est que F est localement
un feuilletage de AdS3 de`s que φ est strictement contractante (ou dilatante), c’est-a`-
dire si la norme de sa diffe´rentielle est partout infe´rieure a` k < 1. En poursuivant ce
raisonnement, on peut montrer que, sous cette hypothe`se, F est en fait un feuilletage
de AdS3.
Soit maintenant (j, ρ) une action de Γ sur H2×H2 telle que j est convexe co-compacte.
Supposons que φ est e´quivariante pour (j, ρ), alors F est invariant sous l’action de Γ, si
bien que Γ agit sur l’espace des feuilles de F . Comme j agit proprement, cette action
est propre. On peut alors en de´duire assez directement que l’action de Γ sur AdS3 est
elle aussi propre.
5.3. Ge´ode´siques de type temps dans R2,1
Comme dans AdS3, on peut identifier l’espace G0 des ge´ode´siques de type temps dans
R2,1 avec l’espace total TH2 du fibre´ tangent au plan hyperbolique. Conside´rons pour
cela un point (n, v) ∈ TH2, c’est-a`-dire que n ∈ H2 et que v ∈ TnH2. On peut voir n
comme un vecteur unitaire de type temps oriente´ vers le futur dans R2,1, et v comme
un vecteur de type espace orthogonal a` n. On associe alors a` (n, v) l’unique droite de
type temps paralle`le a` n et passant par n × v, ou` × de´signe le produit vectoriel usuel
de l’espace de Minkowski.
On a dans ce contexte un analogue direct du lemme 5.1. Conside´rons une famille a`
un parame`tre de ge´ode´siques de type temps Dt ⊂ R2,1, et la famille a` un parame`tre
correspondante (n(t), v(t)) ∈ TH2, pour t ∈ [0, 1]. Un calcul facile montre qu’il n’y a
pas d’intersection au premier ordre entre D0 et Dt (quand t→ 0) si et seulement si〈
n′(0),
∇v(t)
dt |t=0
〉
6= 0 ,
ou` 〈, 〉 de´signe le produit scalaire riemannien du plan hyperbolique et∇ est sa connexion
de Levi-Civita.
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Si maintenant v est un champ de vecteurs -contractant du plan hyperbolique, alors
la de´rive´e de Lie de la me´trique hyperbolique h sous v est
Lvh(x, x) = 2〈x,∇xv〉
si bien que les ge´ode´siques de type temps correspondant a` v sont localement disjointes.
On peut poursuivre ce raisonnement et montrer que, si v est uniforme´ment contractant,
alors il de´termine un feuilletage de R2,1 par des ge´ode´siques de type temps.
On peut ensuite proce´der comme dans AdS3 pour montrer que l’existence d’un champ
de vecteurs v qui est (j, τ)-e´quivariant -contractant assure la proprete´ de l’action (j, τ)
de Γ sur R2,1, lorsque j est convexe co-compacte. En effet on associe a` v un feuilletage
F0 de R2,1 par des ge´ode´siques de type temps, feuilletage qui est invariant sous l’action
de Γ lorsque v est (j, τ)-e´quivariant. Puis on montre que l’action de Γ sur l’espace des
feuilles est propre. On en de´duit ensuite que l’action de Γ sur R2,1 est elle aussi propre.
6. DE´FORMATIONS EN BANDELETTES ET PLANS CROCHES
On va illustrer ici la relation entre de´formations en bandelettes (resp. de´formations
en bandelettes infinite´simales) et domaines fondamentaux borde´s par des plans croches
dans AdS3 (resp. dans R2,1), relation qui conduit aux preuves des the´ore`mes 3.3 et 2.3.
6.1. Bandelettes infinite´simales et plans croches dans Minkowski
On de´crit d’abord le cas plat, qui est a` la fois un peu plus simple et surtout plus
facile a` se repre´senter.
Conside´rons d’abord le cas le plus simple d’une de´formation par bandelette infi-
nite´simale agissant sur H2, sans action de groupe, avec une seule bandelette infi-
nite´simale. Il s’agit donc simplement d’un champ de vecteurs v discontinu sur H2, qui
est :
– nul a` gauche d’une ge´ode´sique oriente´e δ ⊂ H2,
– e´gal, a` droite de δ, a` une translation hyperbolique infinite´simale α d’axe orthogonal
a` δ.
On note c l’intersection de δ et de l’axe de α, et u le vecteur tangent a` δ en c de
longueur e´gale a` la longueur de v(c), vu comme un vecteur dans R2,1. Ainsi, a` gauche
de δ, v s’e´crit simplement sous la forme v(x) = u × x, ou` × est le produit vectoriel
naturel de R2,1.
On a vu au §5.3 qu’on peut associer a` (x, v(x)) ∈ TH2 la ge´ode´sique de type temps
dirige´e par x et passant par x×v(x). Ici x×v(x) = x×(u×x) est simplement le projete´
orthogonal de u sur le plan orthogonal a` x, et on en de´duit la description suivante :
– lorsque x est a` gauche de δ, on associe a` (x, v(x)) la droite passant par 0 paralle`le
a` x,
– si x est a` droite de δ, on associe a` (x, v(x)) la droite passant par u et paralle`le a` x.
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On voit ainsi apparaˆıtre naturellement deux plans croches gauches, dont les centres
sont respectivement en 0 et en u et les parties centrales sont paralle`les a` δ. On remarque
que ces deux plans croches bordent des re´gions disjointes de R2,1. (Leurs parties centrales
sont contenues dans un meˆme plan de type temps contenant 0 et u.)
Conside´rons maintenant une surface hyperbolique convexe co-compacte S munie
d’une de´formation en bandelette infinite´simale. On peut relever cette de´formation en
un champ de vecteurs v sur H2, vu comme le reveˆtement universel de S. Alors v est
discontinu le long d’une famille (infinie) de ge´ode´siques disjointes, et la description
ci-dessus s’applique pour chacune des ge´ode´siques de cette famille. On en de´duit une
famille de plans croches gauches — deux plans croches pour chaque ge´ode´sique, chacun
e´tant l’image de l’autre par une translation — et on peut ve´rifier sans grande difficulte´
que des plans croches associe´s a` des ge´ode´siques distinctes sont disjoints.
Il reste a` voir qu’on peut se´lectionner une partie de ces plans croches pour obtenir le
bord d’un domaine fondamental pour l’action du groupe fondamental de S sur R2,1, il
faut pour cela choisir une famille de ge´ode´siques qui bordent un domaine fondamental
de H2 pour la repre´sentation d’holonomie de S.
6.2. Bandelettes et plans croches dans AdS3
On peut reprendre le meˆme sche´ma pour les de´formations non infinite´simales, et
conside´rer d’abord une de´formation en bandelette tre`s simple de H2 avec une seule
bandelette. C’est une application discontinue φ de H2 \ δ dans H2, ou` δ est encore une
ge´ode´sique oriente´e, qui est :
– l’identite´ a` gauche de δ,
– e´gale, a` droite de δ, a` une translation hyperbolique α d’axe orthogonal a` δ, qui
intersecte δ en un point c.
On appelle B la bandelette comprise entre δ et α(δ).
Pour tout x ∈ H2 \ B, on associe a` (x, φ(x)) une ge´ode´sique temps γ(x) de AdS3
en suivant la construction de la fin du §5.1, en identifiant H2 au plan H0 ⊂ AdS3
qui y intervient. On ve´rifie sans difficulte´, en utilisant l’une des identifications entre
ge´ode´siques de type temps et paires de points de H2 du §3.1, que :
– si x est a` gauche de δ, alors γ(x) est la ge´ode´sique orthogonale a` H0 passant par x.
Ces ge´ode´siques feuillettent une moitie´ du coˆne de lumie`re C(c0) de c0 = H
∗
0 , le
point dual de H0, de´limite´e par un plan de type temps T contenant c0 et δ ;
– si x est a` droite de δ, γ(x) est une ge´ode´sique de type temps passant par un point c1
de T , obtenu a` partir de c0 par une translation d’axe orthogonal a` la ge´ode´sique
joignant c0 et c et de longueur e´gale a` la largeur de la bandelette. Ces ge´ode´siques
feuillettent une moitie´ du coˆne de lumie`re C(c1) de c1 de´limite´e par T , mais de
l’autre cote´ de la re´gion feuillete´e par les γ(x) pour x a` gauche de δ.
Comme dans le cas Minkowski, on voit donc apparaˆıtre deux plans croches gauches :
celui dont la partie centrale est l’intersection avec T de C(c0), et celui dont la partie
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centrale est l’intersection avec T de C(c1). Ces deux plans croches bordent des domaines
disjoints de AdS3.
Conside´rons maintenant une de´formation en bandelettes d’une surface convexe co-
compacte S. On peut relever cette de´formation en une de´formation en bandelettes de
H2, e´quivariante sous deux repre´sentations. Cette de´formation se produit le long d’une
famille (infinie) de ge´ode´siques de H2, avec une bandelette introduite le long de chaque
ge´ode´sique. On associe a` chaque bandelette une paire de plans croches dans AdS3, et
deux plans croches associe´s a` des ge´ode´siques distinctes sont disjoints. En se´lectionnant
une partie de ces plans croches comme dans le cas de l’espace de Minkowski, on obtient
un domaine fondamental pour l’action sur AdS3 de (j, ρ), ou` ρ est la repre´sentation
d’holonomie de S et j est la repre´sentation d’holonomie de la structure hyperbolique
obtenue apre`s la de´formation en bandelettes.
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